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MATEMATIK
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1. Svar: a) 10v/5  b) In6 ) g

Losningsforslag:
5

5 5 9
a)/ wﬁdx:/ 2% dr = [ng/Q] =2.5%2 - 0=10V5
0 0

0

b) Via partialbraksuppdelning av integranden erhalles att

Y 3x-8 Y2 1
/1(:p+2)(x—5) T /1(x+2+x—5> T [ n|z + 2| + Infx 5|]

=2In6+Inl—-2Inl —1n6 =1nb6.

¢) Variabelsubstitutionen ¢t = cosx ger att

/7T sin x J t=cosz, (—1)dt=sinzdz
—_——dx =
o l+cos?x r=0=t=1 zx=71m=1t=-1

| S| 1 T T
= —— . (-D)dt= | —— dt= [arctant :——(—-):
/1 e (7Y /_11+t2 aretant] -, =7 = (3
Inx+1 5
2. Svar: a) y(z) = b) y(z) = V2e* — 1
x
Losningsforslag:

a) Division med z? ger att
2 p 1 1
Yy +ry=1 <= y—l—;y:—l&.

Via multiplikation med den integrerande faktorn e = z erhélles sedan att
, 1 1 , 1
V+-y=— <= w/+y=- <= —(wy)=
x x x dz
1
— xy:/—dlenx+0 = Y= —"—"
x x

diar C € R. Begynnelsevillkoret y(1) = 1 innebér att

Inl1+C
:n+ +— (C=1.

1
1

Salunda har begynnelsevérdesproblemet 16sningen

Inz+1

yla) = ———.

4
-1



b) Omskrivning och integrering ger att

d
yy/:x(1+y2) — Y LA = / i dy—/xdx

1+y2de 1+y?
In(1 4+ y? 2
T <2y>:%+0 S 1+y2:6m2+20

= y=+Ver 20 -1,
dar C' € R. Begynnelsevillkoret y(0) = 1 innebér att
In(1+1%) 0?2 In2

5 :5+C > 0:7.

Salunda har begynnelsevirdesproblemet 16sningen

y(z) = Ve’ tn2 — 1 = /2e7” — 1.

. Svar:a) 9 b) 25

Losningsforslag:
a) Skirningspunkterna mellan kurvorna y = z* — 2 och y = —2% — 2x + 2 bestims av
att

P —2=—2"-21+2 < 2+r-2=0 <= ax=-2 eler z=1
Parabeln y = 2% — 2 antar sitt minsta y-virde —2 da z = 0, medan parabeln
y=—2>-20+2=—(z+1)*+3

antar sitt storsta y-viarde 3 da x = —1. Det aktuella omradet framgar av figuren
nedan.

Den sokta arean ges av integralen

/_l<(—x2—2x+2)—(x2—2))dx:/_l(—2x2—2x+4)dx

2

—93 ) ! 2 16
{ 3 v 44 ( 37" ) (3 )




b) Nedan betecknar By, By, B3, By, Bs samt By funktioner som &r begridnsade i en
omgivning av 0. Fran kéinda Maclaurinutvecklingar har vi att

2 t3
In(l+t) =t— Ft3+ t* By (t),
t2

et:1+t+§+t332(t),
t3
arctant =t — 3 + ° Bs(t),

och darmed ar

(20 (20)° 8

In(1 + 2z) = 2x — 5 3 + (22)* By (27) = 22 — 22° + % + 24 By(2)

och

(4a)” + (47)°B3(47) = 4w — 6427

arctan(4zx) = 4x — + 2° B ().

Salunda géller att

In(1 + 2x) + 2ze” — arctan(4x)
3

(22 — 227 + 83£ + 2*By(z)) + 22(1 + z + % + 3By (z)) — (4o — % + 2°Bs(x))

3
2523 4+ 1 Bg(x)

=25+ xBg(z) — 25+0=25, daxz — 0.

. Svar: y(r) = —e*(3cosx + sinx) + 22 + 5z + 3

Losningsforslag:
Det karakteristiska polynomet 72 — 2r 4+ 2 har nollstéllena 1 & 7, och déirmed &r den
allménna 16sningen till motsvarande homogena differentialekvation

yp = €*(Chcosz + Cysinx), C1,Cs € R.

Ansatsen y, = Az + Bx + C, diir A, B,C € R, ger vid insiittning i differentialekva-
tionen (med y, = 2Ax + B och y = 2A) att

2A — 2(2Az 4+ B) + 2(A2® + Bx 4+ C) = 42”4 2
& 242 + (—4A+2B)z + (2A — 2B + 2C) = 42* + 2z

< —4A + 2B =2 <= B=5
2A—2B+2C =0 C=3.

Salunda har vi partikulérlosningen y, = 222 + 5z + 3, och det féljer att den allménna
l6sningen till differentialekvationen &ar

y=yn+y,=e"(Cicosx + Cysinx) + 222 4+ 5z + 3, Ch,C5 € R.



Derivering ger att
Y =e"((Ch + Co) cosz + (—Cy + Cy) sinzx) + 4z + 5.

Fran begynnelsevillkoren y(0) = 0 och 3'(0) = 1 erhalles att

¢, 43=0 ¢ =3
<
Ci+Co+5=1 Cy = —1.

Losningen till begynnelsevardesproblemet ar alltsa

y(r) = —e*(3cosz + sinz) + 22 + 5z + 3.

. Svar: a) T b) T
8 8
Losningsforslag:

a) Med skivformeln erhalles den efterfragade volymen av den generaliserade integralen
77/ (6741)2 dr = 7T/ e 8% du.
0 0

X

X
1
7T/ e dr =1 [——6_81] = Tesx + z,
0 8 0 8 8

Eftersom

sa foljer det att volymen &r

Fose g o (T sx T\ _ T T
7'('/0 e da:'—)}gnoo< g +8)—8(0+1)_8.

b) Med rorformeln erhalles den efterfragade volymen av den generaliserade integralen

[e.e]
2m / re 4 du.
0
Partialintegrering ger att

27r/ xe ¥ dy =27 {——xe“} - 27r/ (——6433) dx
0 4 0 0 4
X X
s T T T 1
:——X —4X_O - —4zd :——X —4X R e
5 e + 5 /o e T 5 e + 5 46

= _Txpax _ T —ax i i
2 8 8
varav det foljer att volymen &r

27r/ re * dr = lim (—%Xe“‘x _Teax z) —0-0+ 2 = g
0

X—o00



1
6. Svar: Konvergent med vérdet 3

Losningsforslag:
For alla z € R giller att

1
S [ — 6—233'
6290

Vidare dr den generaliserade integralen fooo e~2* dx konvergent, ty

o0 X 1 X 1 1
/ e dr = lim e ?dr= lim |——e 2| = lim [ —=e2X +=
0 X—o0 0 X—00 2 0 X—o0 2 2

1 1

g O _ = -

+ 2 2

Det foljer (enligt Sats 13.10 i kursboken

J

oo

) att &ven den generaliserade integralen

sin?
6236

dx

ar konvergent. Konvergensen av denna integral visas emellertid ocksa av nedanstaende

berikning av dess vérde.

Genom anvindning av den trigonometriska identiteten sin

att
< 2 1
/ Sl:%x T=35 / e > (1 — cos(2z)
1 1
= —16_2$ —5 / e~ cos(2r) dx.

Upprepad partialintegrering ger att

| =

e %" cos

/ e~ cos(2r) dx

— "

1
= —56_2” cos(2x) —

DN | —

1
— e 2 27) —
5€ cos(2x)

N =

1
= —56_2” cos(2x) +
Salunda &ar

2

/ e~ cos(2x) dx

/

= e~ cos(27) dx

6—250

2

Tr =

1ocos29) erhalles

1
e dy — =
2

)dx

/

/6_2”3 cos(2x) dx

(2x) — /(—%e‘2m> (—2sin(2z)) dx

e~ ** sin(27) dx

sin(2z) — / (—%e—%)z cos(2z) daz)

e **sin(2x) — /6—295 cos(2x) dzx.

%e_%(— cos(2z) + sin(2z)) + C, CeR
ie_%(— cos(2z) + sin(2z)) + B, B = %



Det foljer att

in” 1 1
/ ML = e 2 /62‘” cos(2x) dx

e 4 2
1 —2x 1 —2x :
-3¢ (— cos(2x) + sin(2z)) + A

= —ée‘h (2 — cos(2z) + sin(2z)) + A,

dir A € R. Detta ger att
b's

X 1.2 1
/ BT g = [—ge_h (2 — cos(2z) + sin(2z))
0 0

6230
L ox . 1 .
=3¢ (2—COS(2X)—|—SIH(2X))+§—>O+§:§, da X — oo,

vilket visar att den givna generaliserade integralen &r konvergent med vardet

o0 1.2
sin“ x 1
der = —.
/o @ U738

(I gransvirdesberdkningen ovan har vi anvant att

lim e 2% cos(2X) =0 och )}im e *sin(2X) =0,
—00

X—o0

vilket t.ex. foljer av att

COS(2X)‘ oL

sin(2X) 1
o < e

e2X




