LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA LOSNINGAR
MATEMATIK Linjar algebra, FMAA55
Helsingborg 2024-05-31

PRELIMINAR V%RSION’ VERSION

1. a) Ekvationerna for linjerna pa parameterform ar ¢ : (z,vy, 2) = (3t, t, 4¢)
och ly: (z,y,2) = (2 —4t,5+ 3t, 7 —1) respektive. Skirningen bestams
av ekvationssystemet

3t = 2—4s 3t +4s = 2 :
t = 5435 <— t —3s = 5 <—
7

4 = 7— s 4 + s =
t —3s = 5 -3 1—4 @ — 3s = 5
3t +4s = 2 J <— 13s = —13 -1
4 + s = 7 13s = —13
@ — 3s = 5
= —13
0 = 0

Vi har alltsé s = =22 = —1 och t = 5+3s = 5+3-(—1) = 2. Inséttning

av t = 21 {y:s ekvation ger skirningspunkten (6,2, 8).
b) Berdkning ger
uxve=(31,4) x (—4,3,-1)
(4| |3 4|3 1
\3 =17 |4 —-1{’|-4 3

= (—13,-13,13) = —13(1,1, —1)

som har langd

lux v|=|=13|/(1,1,-1)| = 13y/12 + 12 + (—1)2 = 13V/3.
Dé
L ux L3y (1,1, —1) = — (1,1, 1)
T4 V=——"7— y Ly T = ——=\LHL 1, =
lux v 13v/3 V3

finns det alltsa precis tva vektorer av ldngd 1 som &r ortogonala mot
bade u och v, nimligen i%(l, 1,-1).
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c) Uppdelningen ges av u = u; + uy dér u; ar ortogonala projektionen
av u pa v. Projektionsformeln ger

w= (o |Z> (G
:< 1_é_j—93++14 = 1))V

12+3—-4
:( + )V:—gv: —1(—4,3,-1)

=1(4,-3,1)

varav
w=u—u =(3,1,4) — 1(4,-3,1) = 1(2,5,7).

. a) Det géller
AU + Aaus + )\3113 =0 <=

A(0,1,2,—1) + Aa(1,2,0,1) + A3(1,0, —4,3) = (0,0,0,0) <

)\2 +>\3 - 0
)\1 +2)\2 :Oj]

21 —4)\3 =
—/\1 +/\2 +3)\3 = 0

A1 2 = -2 11
(]—J -

Ay 4 A3 =
2\, 4Ny =
— A A 43X =
4

@ +2Xo =
Ao+ Az

“4)y —4)
3o +3X\3 =

@ +2)\2 =
Qo) +A3 =

0 =
0 =

o O O O

I
coc oo

-3
—

— O O O

Det finns odndtligt méanga 16sningar (A1, Ao, A3) =
déarfor ar uy, ug, uz linjdrt beroende.

(2t,—t,t), t € Roch



b) Planet har normalvektorerna n; = (1,1, —4) och ny = (0,1,1). Da

none (1,1,-4)-(0,1,1)
cos (lmr 1) = ] = 10— 90,5, 1)
_ 1-04+1-14(-4)-1
- \/12+12+(_4>2_\/02+12+12
-3 3 1

JIZV2 | 32 | 2

giller [ny,n,] = arccos (—1) = & (dvs [y, n,] &r trubbig). Betrakta

figuren

n,

dér vi ritar de tva plan sa att bada ar vinkelrdta mot papperets plan.

Minsta Viznkeln a mellan planen uppfyllar alltsa m — o = %’T vilket ger
a=m— 5 =7Z

c) For att ta reda pa om punkten tillhor planet 16sas ekvationssystemet

1 = s+ t s +t = 1 -2 14
1l = 242s—3t <— 2s =3t = -1 J <—
0

3 = 3—4s5+5t —4s +5t =
s +t = 1 s +t = 1
=5t = — 5 = =5t = -3
9 = 4 J 0 = -1

Ekvationssystemet saknar 16sning sa punkten ligger inte i planet.

Alternativ l6sning: Planet har riktningsvektorerna v; = (1,2, —4) och



vy = (1,—3,5). En normalvektor ar darfor

n=v; xvy=(1,2-4) x (1,-3,5)
(2 -4l -4 o2
“\|-3 5"t 5|1 -3

= (=2,-9,-5).

Ekvationen ar alltsa 7: 2x+9y+52z+d = 0 for nagot d. Da 7 innehaller
punkten (0,2,3) géller 2-0+9-24 53+ d = 0 vilket ger d = —33.
Planet har alltsa ekvationen 2z + 9y 4 5z = 33. Inséttning av punkten
(1,1,3) i vansterledet ger 2-1+9-1+5-3 = 26 # 33, sa punkten ligger
inte i planet.

. a) Lat F vara en m x n-matris. For att ska vara definierad

maste m = 3 och EF blir da en 6 X n-matris. For att EF G ska vara
=~

6xn 2x4
definierad maste n = 2. Matrisen F maste alltsa vara en 3 x 2-matris

och i detta fall blir EFG blir da en 6 x 4-matris.
b) Omskrivning ger
XA=B+ X< XA—-X=B<«<—= XA—-XI=B<~—= X(A-1)=8B.

Vi visar nedan att matrisen A— [ ar inverterbar och berdknar inversen.
Detta ger
XA-1)=B<< X = B(A—/)_1

1 2 10 0 2
A"‘<3 4>_(0 1)_(3 3)
Vi har dérfor det(A—/1) =0-3—2-3 = —6 # 0 s4 A— [ &r inverterbar

med inversen

=55 0)=(50)

Berakning ger nu

Beriakning ger

2 1 -3 4
X=BA-1)"t=[-13 %(_33 g):é 12 -2
-2 1 9 —4



4. Linjen ¢; gar genom punkten P;: (1,1, —1) och har riktningsvektorn

vi=(4-1,-3-1,0—(=1)) = (3,-4,1).

Linjen /5 gar genom punkten Ps: (3, —1,—3) och har riktningsvektorn
vy = (0,2,—1). Observera att vi }f v, s& linjerna ¢; och /¢y &r inte
parallella. Lat 7 vara planet som innehaller ¢; och &r parallellt med /5.
Detta plan har normalvektorn

n=v;xvy=(3-4,1) x(0,2,-1)
(-4 1] 3 1] 3 -4
N 2 =17 |0 —=1{7|10 2

= (2,3,6).
Ekvationen for « ar darfor 7: 2z 4+ 3y + 62 + d = 0 for nagot d. Da =
innehéaller ¢/; som gar genom P; géller 2-1+3-146-(—1)+d =0,
vilket ger d = 1. Planet har alltsa ekvationen 7: 2x + 3y + 62+ 1 = 0.

Avstandet mellan /1 och /5 ges da av avstandet mellan 7 och P,. Detta
avstand fas via avstandsformeln:

2:343-(=1)+6-(=3)+1]  |-14] 14
V22 + 32 + 62 V419136 V49

Alternativ bestamning av avstandet mellan m och P,: Punkten
Pi:(1,1,-1) ligger pa 7 vilket ger vektorn

T
u=PFP=03B-1,-1-1,-3—(-1)) =(2,-2,-2).
Projektionen av u pa normalvektoren n blir da
U ek I
~ \nf?

:<<2, 23>6< 36>)<23,6)

)2
6—12
22+32+62

= —1(2,3,6) = —%

Avstandet ar da

W] =]-2(2,3,6)] = 2/(2,3,6)| = 2v22 + 32+ 62 = 2V49 = 2.
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5. a) Determinanten av A ar:

a 2 -2
2 4 —2l=4a+4+8a—4a®>—4—8=—4a®>+12a — 8
-1 -2 1

=—4(a"—3a+2) =—4(a—1)(a —2).
Enligt Huvudsatsen géller da
A inverterbar <= a ¢ {1,2}.

Huvudsatsen ger ocksa att for sadanna a-vérden har ekvationssystemet
AX =Y en entydig 16sning for alla Y.

b) Det géller

a 2 =2 -3 2—3a
Y=AX;=]| 2 4 =2 2 | = 0
-1 —2a 1 1 4 —4a
och
a 2 =2 -5 6 — ba
Y=AXs=1| 2 4 =2 2 | = 0
-1 —2a 1 —1 4 — 4a

Alltsa géller
AXi=AX3<—=2—-3a=6—-ba<=2a=4<—= a=2.

Inséttning ger
—4



Vi 16sar nu ekvationssystemet AX = Y i detta fallet.

20 42y -2z = -— -1 43
20 +4y -2z = 0 —
—r -4y + 2z = —4
Qp +2y -2z = —4
2y = 4 3 =
-3y = —6
Q) +2y -2z = —4
@ - i

0 = 0
Atersubstitution ger z = ¢, y = 2 och

t=3(—4-2y+22)=—2—y+z=-2-2+t=—4+t

Losningen blir alltsa (x,y, z) = (-4 +¢,2,t), t € R.

. Lat F': R? — R? beteckna spegling av rummets vektorer i linjen
C: (z,y,z) =(2—2t, =24 2t,1 —1).

Vi berdknar forst avbildningsmatrisen for F'. Observera att origo O: (0,0, 0)
ligger pa linjen ¢ da det motsvarar parameterviardet t = 1. Fran ek-
vationen erhalls ocksa att ¢ har riktningsvektorn v = (—2,2, —1). Lat

P: (x1,x9,x3) vara en godtycklig punkt. Lat dessutom @ beteckna
projektionen av P och S = F(P) vara spegelbilden av P.




Enligt figuren ar Oﬁ projektionen O? pa v, dvs.

04 - <||2>V

xl,wg,xg —2,2,—1)
— v
e

_ ( 2”71 +2$2 )(—2 2,—1)

= % 4z — 4:52 + 2z, —4xy + 4wy — 223,201 — 229 + T3) .

Figuran visar ocksa att ﬁ? = 2@ vilket ger

0% = 0P + PS
— OP +2P0
= 0P +2(0Q - OP)
— 0P 1200

—($1,$2,$3) + % (4%1 — 41’2 -+ 2173, —4$1 + 4%2 — 2%’3, 2.’13'1 — 2{E2 + 1}3)

= ¢ (=@ — 8wg + dus, —8xy — w1y — dug, 4wy — dag — Tay),
varav

F(l’l, T, IL‘3) = % (—171 - 8I2 + 4ZE3, —81'1 — Ty — 41’3, 4I1 — 4[[’2 - 71’3) .

Da
1 —X — 8.1'2 + 4.T3 1 -1 =8 4 T
g | Sm—w—duy ) =g -8 —1 4] |
4.T1 - 41’2 - 7I3 4 —4 -7 T3

ar F' linjar med avbildningsmatrisen

1 -1 -8 4
A= 9 -8 -1 —4
4 -4 =7

Lat G: R?* — R? beteckna vridning av rummets vektorer genom vinkeln
% 1 positiv led runt z-axeln (sett fran spetsen av r-axeln). Vi berdknar
nu avbildningsmatrisen for G.



\

y
v
Fran figuren erhalls
G(1,0,0) = (1,0,0)
G(0,1,0) = (0,08 (%) ;sin () ) = (0.3, %)
G(0,0,1) = (0,—5111 (%) cos (g)) _ (07_%5’%)

vilket enligt Sats 8.1(ii) ger avbildningsmatrisen

1 0 0
_ V3
0 %5 3

for G. Spegling atfoljt av vridning ér da den sammansatta avbildningen
G o F. Enligt Sats 8.4 har denna avbildningsmatrisen

0 -1 -8 4
V3
A HE

0
BA = 1
f

1 4 -4 -7
2 2

w

2 2

243 —2-¥3 _I_923

2 2

1
0
0
—8 4
(42\/5 2v/3-1 1B _9



