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1. a) Skirningen bestams av ekvationssystemet

1+1 = 1+ 2s t —-2s = 0 1 42
2—t = b+s <—< -t —s = 3 J <—
2

—3-2t = —1—-12s -2t +2s =
® —2s =0 @ —-25s =0
35 = 3 —-2 < = 3
—25 = 2 J 0 =20

Vi har alltsi s = % = —1 och t = 25 = 2- (—1) = —2. Insiittning av
t = —2 i {:s ekvation ger skirningspunkten A: (—1,4,1).

b) Inséttning av ¢;:s ekvation i 7:s ekvation ger

r—2y+2+5=0< (14+1t)—2(2—t)+(-3—-2t)+5=0
<= 1+t—-44+2t—3-2t+5=0
<— —14+t=0«=t=1.

Inséttning av ¢ = 11 ¢;:s ekvation ger skdrningspunkten B: (2,1, —5).
c) Avstandet mellan A och B é&r

AB] = (2= (=1),1 — 4,5 — 1)] = |(3, 3, —6)|
= /32 + (=3)2 + (—6)2 = V54 = 3v6.

2. a) Pastéendet ar sant: Avbildningsmatrisen for vridning av rummets
vektorer genom vinkeln 6 i positiv led runt y-axeln (sett fran spetsen
av y-axeln) ges av

cos(f) 0 sin(0)
A= 0 1 0
—sin(f) 0 cos(0)

Utveckling langs rad 2 ger

cos(f)  sin(0)

detA=1-1_ sin(f) cos(0)

‘ = (cos(#))? + (sin(9))* = 1.
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Anmdrkning. Pastaendet géller dven for en vridning i rummet kring en
godtycklig linje genom origo.

b) Pastaendet ar falskt: Om 7 tex. ar xy-planet ges avbildningsma-
trisen for spegling i ™ av

som har determinant det A = —1.

Anmdrkning. Man kan visa att det A = —1 for ett godtyckligt plan 7
genom origo.

01

det(2A) = det <2 ((1) ?)):)g 3‘24

vilket ar skild fran

c) Pastéendet ar falskt: Om A =l = (1 O) géller

2det(A) = 2det(h) =2-1=2.

Anmdrkning. Om A &r en godtycklig n x n-matrix géller det(2A) =
2" - det(A).

d) Pastéendet ér falskt: Enligt Bassatsen (Sats 6.3) ar 4 vektorer i R?
altid linjart beroende.

e) Pastéendet ar sant. Om AX = 0 har en entydig l16sning géller
det A # 0 enligt Huvudsatsen (Sats 9.9). Enligt Sats 9.10 har ekva-
tionssystemet AX = Y dérfor entydig (och ddrmed hogst en) 16sning
for alla Y.

. Vektorerna u = (3,1,2) och PO = (1-2,1-2,1—0) = (=1, —1,1) &
riktningsvektorer for det sokta planet 7. En normalvektor till 7 ges av
n=ux 1@

=(3,1,2) x (—1,-1,1)

B L 20 (3 2|3 1

S\ -1 17 -1 1]7]-1 -1

= (1 1=2 (=1), = (3:1 =2+ (=1)), 3+ (-1) =1+ (-1))
= (3,-5,—-2).




Planets ekvation ar alltsa m: 3v—5y—22+d = 0 for nagot d. Inséttning
av Pger3-2—5-2—-2-04d =0, dvs. d = 4. Planets ekvation ar
alltsa m: 3 — by — 22 +4 = 0.

Lat v = (1, —1,4) vara riktningsvektorn for ¢. Vi har
v-n=(1,-1,4)-(3,-5,-2)=3+5-8=0.

Linjens riktningsvektor v &r alltsa ortogonal mot planets normalvektor
n, dvs. v ér parallell med planet. Linjen ¢ ar alltsa parallell med 7.

Alternativ l6sning av sista delen: Inséttning av £:s ekvation i m:s ekva-
tion ger

3(—1+1)—5(1—t) —2(—2+4t) +4 =0 =
34 3t—5+5t+4—8t+4=0<=>0=0.

Alla t-virden ger alltsa skdrning, dvs. linjen ligger i planet. Linjen &r
alltsa parallell med planet.

. Berakning ger

X=—NDA=X+1<=XA-A=X+1
< XA-X=A+1
= XA-1=A+1

Vi bevisar nu att

2 1 -1 1 00 1 1 -1
A-Il=11 -2 2 |—-(010)]=11 -3 2
1 0 1 0 01 1 0 O

ar inverterbar och berdknar inversen:

T1 + Xy — Tz = N
T, —3ry +2x3 = Yo <~
Ys

I =
Il = y3 —1 —1
T, —3ry +2x3 = Yo J <~
rT1 + X2 — X3 = Y
) = Y3
—3ry +2r3 = Yo —Y3 : —
Tog — T3 = U —Y3



@ = Y3

Ty — T3 = U —Y3 33 <~
—3ry 213 = Yo —Y3
@D = Ys
@) —x3 = Y — Y3 j —
—r3 = 3y1 +y2 —4ys3 -1
@D = Ys
@) = —2y1 —Y2 +3ys =
= 3y +yr —dys ((—1)
@D = Ys
@2 = 2y —y2 +3y3
@3 = —3y1 —y2 +4y3
Alltsa ar A — | inverterbar med inversen
0 0 1
A-N"t=|-2 -1 3
-3 -1 4

Da A—/ dr inverterbar giller X(A—1) = A+1 <= X = (A+1)(A—1)~".
Inséttning ger nu 16sningen

31 -1 0 0 1 1 0 2
X=A+HA-H"1=[1 -1 2 -2 -1 3| =|-4 -1 6
1 0 2 -3 -1 4 —6 -2 9

5. a) Volymen med tecken av parallellepipeden &r

11
2 1

1 1 1 9 1
V(V17V27V3>:0 2 1:1‘2 1‘—0‘ ’+1’
1 2 1

1-0—041-(=1) = —1,

(utveckling langs kolonn 1) s& volymen &r |[—1| = 1.

b) Avbildningsmatrisen A f6r den linjara avbildningen F' uppfyller

1 2 0
Alo]l=(o], Al1l=1{-2], Al1]=]4],
0 0 1 2 —1 —2



vilket ar ekvivalent till matrisekvationen

10 0 2 0 0

Alfo1 1 |=10 -2 4

01 -1 0 2 -2
B <

V1 visar nu att matrisen B &r inverterbar och berdknar inversen.

@D =
To +x3 = Y2 -1 <
Tog —XT3 = Ys J
@D = W0
@ + x3 = Y2 j <~
—2x3 = —Y2 +Y3 3
@D = 0
@) = Y2 3y =
(Z2z9) = —w +y (=1
@1 = n X
@2) = ?1/2 +?y3
@3 = Y2 —35Y3

Matrisen ar alltsa inverterbar med inversen

10 o\ " 10 0
B'=101 1 =(0 1 3
01 -1 0 3 —3
Ekvationen (1) ger nu
2 0 0 10 o\ "
A=CB'=|0 -2 4 01 1
0 2 -2/ \0o 1 —1
2 0 0 10 0
=({0 -2 4 ](0 3 3
0 2 -2/ \0 3 —3
20 0
— (o 1 -3
00 2



c) Determinanten av avbildningsmatrisen ar det A = 2-1-2 = 4 da
A dr en trianguldr matris. Enligt Sats 9.11 &r volymen med tecken av
den nya parallellepipeden

V(F(vy), F(vy), F(v3)) = (det A) - V(vy,va,v3) =4 (1) = —4,

s& dess volymen ar |—4| = 4.

. Da
ar + 2y = —2a+4
r — y = a+4
-z +(a+2)y = —8a+1
ar + 2y —(—2a+4)-1 =0
r — y — f(a+4)-1 =0

—x +(a+2)y —(-8a+1)-1 =0

ser vi att det ursprungliga ekvationssystemet har 16sningen (x, y) precis
nér det kvadratiska homogena ekvationssystemet

ar + 2y —(—2a+4)-z =0

r - y — (a+4)-z =0

-z +(a+2)y —(—8a+1)-z =0

har den icke-triviala 16sningen (z,y,1). Da ett kvadratisk homogent
system endast kan ha icke-triviala 16sninger nar determinanten av ko-

efficientmatrisen ar 0 berdknas denna determinant. Utveckling langs
forsta raden ger

a 2 20 — 4

-1 —-a-4 1 —a-—-4
1 -1 —a—-4=a- ‘—2-’ '
1 a+2 8Sa—1 a+2 8a-—1 -1 8 -1
1 -1
+<2a_4)"—1 a+2’

=a-(—8a+1+a®+2a+4a+8)
-2-B—-1-a—-4)+2a—4)-(a+2-1)
=a-(a*—2a+9)—2-(7a—5)
+(2a—4)-(a+1)
=a’ —2a* 4+ 9a — 14a + 10 + 2a° + 2a — 4a — 4
=a®—~T7a+6



Om a3 —7a+6 # 0 saknar ursprungliga ekvationssystemet alltsa 16sning
och det kan endast finnas 16sning om a3 — 7a+ 6 = 0. Provning ger att
a = 1 ar en rot. Polynomsdivision ger

a*—Ta+6=0+= (a—1)(a*+a—6)=0

och pg-formeln ger sedan

A’+a—6=0<=a=—-1+ (%)2—(—6):—%i -1
<= qa =2eller a = —3.

Vi l6ser nu systemet for dessa 3 viarden pa a. For a = 1 erhalls
r +2y = 2 -1 91 r +2y = 2

r —y = 5 = 3y = 3 s

—r +3y = -7 5y:—5g

r 2y = 2

<= -3y = 3

0

( )

vilket ger entydiga losningen (z,y) = (4, —1).

For a = 2 erhalls

2v 2y = 0 -1 —
r —y = 6 — —2y
-z +4y = -—15 oy = —15
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2 2y = 0
== -2y = 6
0 =0

vilket ger entydiga losningen (z,y) = (3, —3).

For a = —3 erhalls

—3xr +2y = 10 -3 —3r +2y = 10
x—yzll — —%y:§3—5
—x —y = 25 —gy — %
=3z +2y = 10
1, _ 13
= —3Y = 3
0 = 0

vilket ger entydiga losningen (z,y) = (—12, —13).

Samlad géller att for @ = 1, a = 2 och a = —3 finns entydig 16sning.
For 6vriga virden pa a saknas 16sning.



